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for observed intensity values not corrected for absorp- 
tion is a(Iou)= 16.3%, the corresponding error after 
correction is a(Ioc)= 1.2 %. 

Table 3. Intensity values of  the reflexion 004 
of  Ni(IOa)z.4H20 before and after correction for 

absorption 

0 224 949 90' 382 944 
15 270 974 105 380 948 
30 313 950 120 372 951 
45 354 963 135 349 954 
60 376 960 150 304 942 
75 381 950 165 269 978 

The absorption-correction program has also success- 
fully been used in the structure determination of hexa- 
chloroborazine (Haasnoot, Verschoor, Romers & 
Groeneveld, 1972) and of cis-2-chloro-4-t-butylcyclo- 
hexanone (De Graaff, Giesen, Rutten & Romers, 
1972). 

The program has been designed for an IBM 360/65 
computer. The average computing time for a reflexion 
of a crystal with six boundary planes and an average 
transmission of 25 % is about 0.3 seconds (cpu) if the 
desired standard deviation is 2 %. Computing time is 
roughly inversely proportional to the desired variance 

as well as to the square of the transmission factor. A 
source listing of the program is available on request. 

The author is indebted to Dr C. Romers and Dr 
G. C. Verschoor for valuable discussions. 
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Diffraction des Electrons par les Cristaux Mol6culaires. 
II. Relation entre l'Intensit6 Diffus6e et la Matrice Dynamique 

PAR PH. AUDIT ET J. P. JARDIN 

D~partement de Physique, Facult~ des Sciences, Moulin de la Housse, 51-Reims, France 

(Rec.u le 27 octobre 1972, aeeeptd le 8 janvier 1973) 

The total scattered intensity has been expressed in terms of the dynamical matrix; from this expression 
it follows that the scattering of short-wavelength radiations is strongly influenced by correlations 
between the displacements of the atoms comprising the crystal, which are dependent upon the values 
of atomic force constants. A linear chain of diatomic molecules is considered as an example of the 
theory. 

Introduction 

En th6orie cin6matique de la diffraction des rayons X 
et des 61ectrons par les cristaux, l'intensit6 totale est 
traditionnellement s6par6e, en trois parties distinctes 
soient: l'intensit6 correspondant aux r6flexions de 
Bragg (ordre z6ro) qui d6termine les param~tres 
structuraux; l'intensit6 de diffusion thermique du 
premier ordre qui fournit des renseignements sur les 
courbes de dispersion; et la diffusion thermique d'ordre 
sup6rieur qui est consid6r6e comme une correction 

difficile 5. 6valuer, sinon n6gligeable. En fait, la justifi- 
cation th6orique d'une telle partition repose en der- 
nitre analyse sur un d6veloppement en s6rie de l'inten- 
sit6, dont la convergence n'est assur6e que pour les 
faibles valeurs des amplitudes de vibration et du 
module du vecteur de diffraction. Ce formalisme 
parait ainsi particuli~rement inad6quat pour des 
cristaux poss6dant des liaisons faibles et pour un 
rayonnement de tr~s faible longueur d'onde. Ces 
deux conditions sont notamment r6unies dans le cas 
de la diffraction des 61ectrons rapides par les cristaux 
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mol6culaires qui r&lame done une autre formulation 
de l'intensit6; le domaine d'application de celle-ci 
pouvant d'ailleurs s'6tendre /t d'autres situations. Le 
traitement d6velopp6 dans cet article repose sur le 
calcul de l'intensit6 diffus6e totale ~. partir de la matrice 
dynamique du r6seau cristallin. Le cas du cristal h une 
dimension, qui peut constituer un module de polym6re 
~. chaine lin6aire, est trait6 ici ~. titre d'exemple d'ap- 
plication de la th6orie. 

Fonction de corr61ation des vibrations atomiques 

D&ignant par l, l'ensemble des trois nombres entiers 
qui caract6risent une maille du cristal, la position 
instantan6e d'un atome m appartenant ~. cette maille 
est d6finie par le vecteur 

x(/) + x(m) + U(tm). 

L'expression de l'intensit6 diffus6e qui est analys6e 
dans le paragraphe suivant fait intervenir la matrice 
A dont les dl6ments d6finis par la relation 

A(U;.,) = <exp (is. [u(~)-u(~.)])), 

constituent une fonction de corr61ation entre les 
amplitudes u(~) de vibration de 2 atomes du cristal 5. 
un instant donn6. Le vecteur s repr&ente le vecteur de 
diffraction, ~gal 5. la diff6rence des vecteurs d'onde 
incident et diffus6. 

Tenant compte de la p6riodicitd du r&eau cristallin, 
on peut noter simplement A ( / - l ' )  la matrice A(I/ ')= 
A( / - / ' ,0 ) .  

Le calcul des 616ments de la matrice A dans l'ap- 
proximation harmonique, est bas6 sur la relation 

a(~J ' )  =exp (-½<{s" [u(~)-u(~,)l}Z>), 

d6montr6e dans l'ouvrage de Maradudin, Montroll & 
Weiss (1971). 

On consid6re ensuite les matrices dynamiques 
D(k) ou 9[k) li6es par l'expression: 

D(k) = M - t/2(p(k) M - ,/z 

qui fait intervenir la matrice diagonale M dont les 
616ments sont 6gaux aux masses M,, des atomes de la 
maille. Les 616ments de la matrice D(k) correspondant 
aux coordonn6es cart6siennes c~, fl et au vecteur d'onde 

~(., , . ' )  k s'expriment/t l'aide des constantes de force 0, 
par la relation: 

D,~(mm'[k)=(MmMm,) -~/z 

9,O(mm') exp ( - i k "  [x(/) - x(/')]) X Z ll' 

I' 

D~B(mm'lk)=(MmMm,) -1/2 

q~a(,,~,) exp ( - i k .  x(n)). X Z On 
?! 

L'dquation aux valeurs propres 

D ~e(rnrn'[k)eo(rn'l~) = °~(k)e~(rn[~)) 
m ' j  

D (k)e(~) = co~( k)e(~ ) ,  

d~finit une base que l'on peut utiliser pour obtenir le 
ddveloppement du vecteur ddplacement donn6 par: 

) akj + a_ ks h 1/2 Z t  + 
u d . ) - u ( . i . ) =  2 N  ,,s ~ , coI./2(k] 

( e(m[~') e(m'[~) exp [ik" x(l')]) -/~1)2 exp [ik. x ( / ) ] -  MI/Z (1) 

off aus et au + repr6sentent respectivement les op6ra- 
teurs de cr6ation et d'annihilation de phonons. 

Dans cette relation la contribution des modes de 
vecteur d'onde O serait nulle (modes acoustiques) ou 
n6gligeable (modes optiques); on indique par le signe ' 
qu'ils sont exclus de la sommation. 

La moyenne dans le temps de rexpression (1) a pour 
valeur (cf. Maradudin et al., 1971): 

( 1 Z'E(~){ [s. e(mly)] 2 
A(,",,,,,,) = exp - 2N ks M,,, 

[s" e(m'l~)] z [s" e(ml~)] [s" ~(m'l~')] 
+ . . . .  -M~,-,; .......................... (Mmg, i , )  ~/2 exp [ik- x(n)] 

}) (M,,Mm,),/z - -  exp [ - i k .  x(n)] (2) 

avec 

et 

h 
E(~)= z t,"cos'k ~ coth (½-flhcos(k)) 

f l = ( k  T) -~ 

Si l'on se place dans l'approximation des hautes 
temp6ratures, on a simplement 

E(k) =fl-'(of 2(k), 

et le ddveloppement des produits scalaires entrant dans 
l'expression (2) donne le r6sultat suivant: 

,, ( _  1 ~ ,  ~e,(mls)ea(mb), k - k 
A(mm')=exp 2fiN ~ s~so us e)f2(k)[ M,. 

t k  - t k  
e=(m [s)ee(m b) e,(ml~)(e(m']~) 

+ .... . . .  Mm, (Mn, Mm,)I/z exp [ik. x(n)] 

('(ml~)ee(m'l~) }) 
. . . .  (M,-Mm,),/2 e x p [ - i k . x ( n ) ]  . (3) 

D'aprbs le thdorbme de Born (1942) on a la relation 

o)Z2(k)e,(ml~j)Oe(m'l~j)=[D-1],~(mm'lk), (4) 
J 

qui n'est v6rifi6e que pour les modes k ¢ O, la matrice 
D(O) &ant singuli~re. On discerne ainsi toute l'impor- 
tance de l'exclusion des modes acoustiques de la 
sommation (1). Tenant compte de la relation (4) 
l'expression (3) s'&rit: 
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A(~,m,)=ex p ( - (2 f iN)  -1 ~ s:# ~ {M~ 1 
aO k 

x [D-~]~a(mmlk) + Mm:[D-1]~a(m 'm'lk) 
-(MmM,,,.)-~n[D-~]~#(mm'lk) exp [ - i k .  x(n)] 
_ ( M m M m , )  - 1/2[ D - 1 ] # ~ ( m ' m l k )  

x exp [ - i k .  x(n)]}). (5) 

On note que la matrice D -1 est hermitienne pour les 
paires d'indices (c~, m), (fl, m') et v6rifie en outre la rela- 
tion 

D-l(k)  = M1/2q-l(k)M ~n, 

qui permet de simplifier l'expression (5), selon: 

A(~,m,)=ex p ( - (2 f iN)  -1 ~ s, sa ~'{[q~-l],#(mmlk) 
~O k 

+ [~- ~],a(m'm'lk) - [9-1],a(mm'lk) 
x exp [ik- x(n)]-[~-l]a,(m 'mlk) 
× exp [ - i k "  x(n)]}). (6) 

On peut noter que cette expression est inddpendante 
des masses atomiques, ce qui constitue une extension 
d'un rdsultat analogue obtenu par Huiszoon & 
Groenewegen (1972) pour la valeur du facteur de 
Debye-Waller. 

Ddfinissant la matrice F(n) par ses 616ments 

1 
~ '  {[q~- ~],o(mmlk) + [q~- ~],a(m'm'lk) r~(~.,.,) = 

- [q~- 1],#(mm'lk) exp [ik.  x(n)] 
-[~-l]a~(m'mlk) exp [ - i k .  x(n)]} (7) 

on utilise cette matrice rdelle qui est lide ~t sa transposde 
par F ( n ) = E ' ( - n )  pour exprimer les 616ments de A(n) 
sous la forme: 

h(~nm,)=exp [--(2fl) -1 ~.. s~saF~a(~m,)]. (8) 
"O 

Expression de i'intensitd diffusde 

L'expression classique de l'intensitd en thdorie cindma- 
tique est donnde par: 

I= ~ ~ fm?m" exp (is. [x( /)-x(/ ' ) ] )  
l l ' m m '  

x exp (is" [x(m)-  x(m')]) 
x (exp( is .  [u(~)-u(V,)])) 

off fm ddsigne le facteur de diffusion atomique. Dd- 
signant par F la matrice d'616ments" 

F(m)=fm exp [is" x(m)], 

on peut 6crire l'intensitd sous la forme matricielle: 

I=  ~ [F*A(I- I')F] exp {is. [x(l)-x(l ')]}. 
l l '  

La sommation peut ~tre effectu6e sur routes les trans- 
lations de multiplicit6/z, qui laissent le cristal invariant, 
on a: 

x ( / ) -  x(l') = x ( l - l ' )  
et: 

I =  ~ #,[F*A(n)F] exp [is. x(n)]. 
n 

Soit finalement: 

I =  F*(~  #,A(n) exp [is. x(n)])F. (9) 
n 

L'expression (6) des 616ments de la matrice A(n) 
comporte quatre termes sous le signe somme: ainsi 
qu'il a 6t6 rappel6 dans l 'Introduction, on effectue 
classiquement un d6veloppement en sdrie de l'expres- 
sion pr6c6dente limitd aux deux derniers termes. Un 
tel traitement outre les inconv6nients ddj~t signal6s, 
masque un attrait essentiel de la formule (9) qui est 
de montrer tr~s clairement la relation existant entre 
l'intensit6 diffract6e et la corr61ation des mouvements 
des atomes du rdseau. Cette relation quantitative fait 
intervenir les constantes de force qui ddterminent en 
fait le degrd de corr61ation des positions instantan6es 
occupdes par des atomes du cristal. Un exemple simple 
va permettre d'illustrer ces considdrations. 

Chaine lindaire de moldcules diatomiques 

Soit une chaine de N mailles, comptant une moldcule 
diatomique par maille. On admet que les intdractions 
sont limitdes aux plus proches voisins et qu'il n'y a pas 
de vibrations en dehors de l'axe de la cha]ne. On 
ddsigne respectivement par a et b les constantes de 
force intramoldculaire et intermoldculaire, par r la 
distance entre les deux atomes identiques d'une mold- 
cule, par R la distance entre deux mailles voisines et 
par k le module du vecteur k. 

La matrice dynamique prend la forme: 

a+ba_ - a - b  exp (-ikR)] 
q~(k)= _ b exp(ikR) a+b ] 

et son inverse s'dcrit: 

1 (a+b a+b exp (-ikR)] 
q~-l(k)= 2ab(1-cos  kR) \ a+b exp (ikR) a+b ] " 

Le calcul des 61dments de la matrice F s'effectue en 
rempla~ant la somme (7) sur k par une intdgrale dans 
le premiere zone de Brillouin, on a ainsi" 

F(#z) = --~1 ~,k 2(a+b)-[a+b exp (-ikR)]2ab(lexp (ikRn)-[a+b_cos kR) exp (ikR)] ..... exp (-ikRn) 

1 I '~ sin 2 [(n-1)K]2] d K +  1 l" sinz [nK[2] dK 
F(#2)= -n-d 0 sin 2 [KI2] ~ o sin 2 [KI2]- " 

A C 29A - 6* 
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Utilisant l'intdgrale: 

~- t  (~ sin2 [nKI2] 
dK=lnl 

o sin' [K]2] 

on obtient: 

Inl+ Inl In-l I+ Inl) 
r(n)=r'(-n)= -E -b- --a .... T . 

In+l l+ Inl I1+ II ..... a -  ; -  -;- 

La relation (8) se r6duit ici 5.: 

A(~,m,) = exp [ -  cF(~,m,)] 
avec: 

c= s~/2fl . 
La matrice A a pour expression (n > 0): 

1 

(1 e,p ) 
x exp( -c /a )  1 

[1 exp (-c/a)~ 
A(0)= \exp ( -c /a)  11" 

Le rdsultat du calcul de l'expression (9) pour ce cas 
particulier s'exprime g l'aide des quantitds: 

N - 1  exp r L n c  (1 + .... ~)]  C(s)= ~ ( N - n )  , -  cos (nsR) 
n=l 

N-, exp 1 (~ b ) ]  S(s)= ~ ( N - n )  i . -nc + sin (nsR). 

Sous la forme: 

1/IfzI=2N[1 +exp ( -c /a)  cos (sr)] 
+4C[1 +ch (c/a) cos (sr)] 

+4S  sh (c/a) sin (sr). (10) 

II convient de noter que dans l'expression prdc6- 
dente, le premier terme ne d6pend que des param&res 
a e t r  caract6ristiques de la moldcule; les param6tres 
'cristallins' b et R n'apparaissant que dans les deux 
termes suivants dont la valeur tend vers z6ro quand le 
param&re s croit. C'est ainsi que pour les valeurs 
dlevdes du param&re s on pourra observer un dia- 
gramme de diffraction analogue b. celui d'un gaz, les 
moldcules constituant le cristal semblant diffracter le 
rayonnement ind6pendamment les unes des autres 
sans interf6rence entre elles. Ce phdnom6ne signal6 

1,0 

0 HILJ   
3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 2"9 

- -~  sR/27r 

Fig. 1. Intensit6 totale diffus6e par une chaine lin6aire de mol6- 
cules diatomiques :~ 300°K: distance intermol6culaire 
R=3,5 A; distance entre deux atomes de la mol6cule r= 1,5 
A; constante de force intramol6culaire a= l06 dynes cm -l- 
constante de force intermoldculaire b=105 dynes cm-ll 
nombre de moldcules N= 500. 

par Audit (1970) dans un article antdrieur sous le nora 
d'effet moldculaire, n'est que la manifestation du fait 
que la corrdlation entre les mouvements vibratoires 
des atomes du cristal devient ndgligeable pour les 
faibles liaisons existant dans les cristaux moldculaires. 
Cela apparait nettement sur la Fig. 1, off pour des 
valeurs de s sup6rieures ~ 30 A-1 apparait une sinusoi- 
dale amortie qui oscille autour de la valeur moyenne 
2N, en accord avec le premier terme de l'expression (10). 

Ce travail montre l'intdr~t de l'utilisation d'un 
rayonnement de courte longueur d'onde pour l'dtude 
de la corr61ation des mouvements atomiques dans les 
cristaux, phdnom~ne qui d6pend 6troitement des 
constantes de force intratomiques. 
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